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271. 


SUR L’'INVARIANT LE PLUS SIMPLE D'UNE FONCTION QUAD- 
RATIQUE BI-TERNAIRE, ET SUR LE RÉSULTANT DE TROIS 
FONCTIONS QUADRATIQUES TERNAIRES. 


[From the Journal für die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. LVII. (1860), 
pp. 139—148.] 


M. SYLVESTER a trouvé depuis longtemps, pour le résultant des trois fonctions quad- 
ratiques ternaires 


A 0,0 SRE Y 2Y, 
(a, b; d A’: g”, k) (x, Y, 2), 


( a", b", rA g”, gf, k^) (x, Y, &), 
une expression remarquable 


12R = 160 =R Cè, 
où Cy, O, représentent des fonctions données des coefficients qui sont non seulement 
des invariants mais aussi des combinants des trois fonctions quadratiques (Voir le 
mémoire de M. Sylvester, “ On the Calculus of forms otherwise the theory of Invariants,” 
$ vir. Camb. et Dub. Math. Journ., t. VIn. pp. 256—269 année 1853, équation (A.), 


p. 267). Pour expliquer la formation de la fonction Cs, il convient de considérer la 
fonction quadratique bi-ternaire 


U=( a, b, c : Ms AIRE LEP 
f, k 
, H 
VE CO N Er 
AU CRT CO LE LE". -g 
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cette notation représentant la fonction 
(& 0 , 0, TA TURN ER TEL 
+(et:, dc 3 RL NO CARTE 
He”, 87, d, FR a NE U 
+(4,B,0,F,G, H (a y, 2}. m 
HAB 0, F, E A NE 4 Ua 
+4”, 87, CE GE NE A) ET 
ou, ce qui est la même chose, 
(a &+b p+cz +2f yz+2g 2x + 2h ay) E 
+ (a +b p+c 2+2f"yz+2g zx +2h wy) n 
+ (a” a? +0" y+ 2 +2f"yz+2g"2x + 2h" xy) E 
+ (4 2° +8B ÿ+C 2+2F yz+2G zx +2H xy) 2n8 
+(4'& + B' y+ O 2 +28" ya +26 zæ + 2H sy) 26E 
+(4" æ + B'p + C"2+2F'yz +2G'2x + 2H" xy) Zén. 


Soit 123 le déterminant 
Op Où Oz, ? 


et 1X3’ le déterminant 
Os Oaoa 


Ot,» Om» Oz, 
O,» Ory d 
et soient U,, U,, Us ce que devient U lorsqu'on y écrit a, Yi, 2, Er Ms br 2h Yo, Za» 


Eas Ms Vos Ds, Yes Zs Es, Ms, És au lieu de x, y, z, E n, €; on a alors cet invariant (ana- 
logue à l’invariant quadratique d’une fonction binaire d'ordre pair), savoir : 


Ps 
384 


où comme à l'ordinaire les valeurs æ, y, z, E, mn, £ sont rétablies après les différentiations 
au lieu de ti Yi 2, Eu M» bu etc. 


123 . 123" U: U, U, 


Je représente cet invariant par 
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on voit sans peine que l'invariant peut être développé, et qu’alors il prend la forme 
ie , b , C, f , g ) h 
a : b’ Le c i P à g ; h! 
g”, ited 


FTE.: 
w x 
a & S3 
Ya» 
Q 
QT 
Tre 


| 
hh A 
CCR 
RAQS 
LR Pa 
RRR 
yya 


où le premier terme 


A = Ps Pepe 
= 
a = 
Y 
R & 
y 
LMS o 6 ee, 


LS 
RS io TRS EE, E 
FF”, 


dénote la fonction 
abo” + abd + abc d'bo + abc + a”b'c 
— 2 aff" —2af"f — "ff 
— 2bg'g" — 2b'g"g — 2b"gg' 
—2chh" —2ch'h — 2”hk' 
+2fgh" +29 k + 2f'g'h + 2f'gh" +2f"gk + 2f”g'h 
et de même pour les autres termes. L'invariant contient les termes 
ab'c” +2AB'C" +2fg'h"+4FGH" 
— 2af 'f” —2a BC + 2a F° 
—4AF'F” +4fAF-—4fGH, 
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et on déduit de là son expression complète en y écrivant 
abc” + abd + a'b’c + abc” + abc’ + abc 
au lieu de ab'c”; 
af F” +f" f+ aff +09 g" + bgg +e gg + ch" +CR"h + chk 


au lieu de af'f”, et ainsi de suite; la somme des coefficients est 6 +2.6+2.6+4.6 
+2.9+2.9+2.9+4.9+4.9+4.9=216, ce qui est exacte, car il wy a pas de 
termes qui se détruisent, et dans l'expression 1% 123" U UU}, le nombre des termes 
qui composent le produit des deux déterminants carrés est 36 x 36 — 1296, chacun de 
ces termes est multiplié par le facteur 8 x 8=64 introduit par la différentiation, et 
l'on a 


il 


A 


L’invariant qui vient d’être donné est lié avec l’invariant T de M. Aronhold (lequel 
se rapporte à une fonction ternaire cubique). C'est pour cela que je le désigne par la 
même lettre T, et pour fixer sa valeur j'écris 


2T = ab'c” + etc. 


Cela posé, je forme les deux combinants C, et Ci, de la manière suivante. 


Combinant du sixième ordre OC. Soient U, V, W les trois fonctions quadratiques 
ternaires ; considérez la fonction syzygétique AU+uV +vW, où À, p, v sont des quantités 
arbitraires; formez avec les variables £, », £ le reciprocant (*) (multiplié par 2) de cette 
fonction, le résultat sera de l’ordre 2 par rapport aux coefficients de U, V, W, de 
l'ordre 2 par rapport à À, p, v, et de l'ordre 2 par rapport à E n, E; c. à d. ce 
résultat sera une fonction quadratique bi-ternaire de À, m, v et E, n, & dont l’invariant 
2T (lequel sera par conséquent de l’ordre 6 par rapport aux coefficients de U, V, W) 
est le combinant O, qu'il s'agissait de trouver. 


Combinant du douzième ordre Ci. Considérez comme auparavant la fonction syzygé- 
tique AU +uV +vW, formez le discriminant (multiplié par 6) de cette fonction; le 
résultat sera de l’ordre 3 par rapport aux coefficients de U, V, W, et de l’ordre 3 par 
rapport à À, m, v; ©. à d. il sera une fonction cubique ternaire de À, p, v, dont 


1 Le réciprocant de (a, b, c, f, g, h) (x, y, 2) est 


cé $, n, ¢ 
£, a, R, g 
MT Da, AT 
F5 AA TC 


= (A, 8, ©, 5, ©, $) (E, n, ġ). 


www.rcin.org.pl 


271] SUR L’'INVARIANT LE PLUS SIMPLE DUNE FONCTION &C. 353 


linvariant © de M. Aronhold (1) (lequel sera de l’ordre 12 par rapport aux coefficients 
de U, V, W) est le combinant Ci qu'il s'agissait de trouver. 


On peut exprimer ces résultats d’une manière abrégée en disant que O, est 
lanvariant 2T de la fonction bi-ternaire 2R et que On est invariant S de la fonction 
cubique ternaire 6D, en désignant par R et D le réciprocant et le discriminant de la 
fonction AU + uV + vW. 


Pour démontrer l'équation 
12R = 16C Es Ce 


il suffit de faire voir que cette équation est vérifiée lorsqwau lieu des trois fonctions 
données U, V, W on substitue trois fonctions de la forme {U+mV+nW, les 
coefficients l, m, n ayant été choisis de manière à simplifier autant que possible les 
expressions des trois fonctions. Il est facile de voir qu'il est permis de prendre pour 
les trois fonctions les formes dont s’est servi M. Sylvester dans son mémoire, savoir 


p (œ — 3P), 
œ Ci z À), 
Y? + 2fyz + 2gzx + 2hxy. 


Mais il suit des recherches de M. Hesse, et M. Sylvester aussi a depuis reconnu, qu'on 
peut prendre pour les trois fonctions les formes encore plus simples 


a? + 2lyz, 
y? + 2lzx, 
2 + 2læy, 


qui se réduisent aux fonctions dérivées de la fonction cubique æ+ y + 2 + 6læyz. Or, 
en prenant ces valeurs de U, V, W, on obtient 


AU +uV +vW=(X, m, v, M, pl, vl)(x, y, zY. 


1 Pour la fonction cubique ternaire 


(a, b, C, i, J; k, do Jis kı, l) (x, Y, 2) 


l’invariant S est - ” 


— 22 (jk; + ki, + iji) 

+31 (ÿk+ühh) 

+ l (aii +bjji+ cekk) 

- l abc 

(iù jik +ijikii+ kkij) 

+ a a. 

+  (bcj,k+cak,i+ abij) 

(aj +bj?k + chi + aik + bjii + Ch). 


l 
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Le réciprocant (multiplié par 2) est 


Eo HEURE U 


lequel, en forme développée, donne le résultat 


(S ara FAP a A RDA i-a 
ra a i RNA ALA. 
“6 : sia Ji, .. +2 )E 
+(-2X . . +2 . - )26n 
+( . -2w . + o … )2E6 
HD ROLE . + 27m) 2ng, 


que l’on peut aussi exprimer comme fonction quadratique bi-ternaire, savoir : 


(—28 . À Mt à JQ, H PYE n, €}. 
—2P . AR IR 
ET TR 
—A ., h 
e . Gel te 
DETENTE A 


En représentant l'invariant 27 par le développement incomplet donné ci-dessus, 
on obtient dans le cas dont il s’agit 


Ste: [eu , ; A Me 
aiies A 
agpi d) 
( — 2 l PA 
-— l — 21 + l ER etc. 
A UN ET 
—2 . ` E S 
7 . — 2 . nr | 
N — 2} 12) 
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ce qui se réduit à la valeur finale 
— 85+2 
— (45 + 405 + 473) 
— (45 + 475 + 473) 
— (45 + 4? + 473) 
+ 2 (— 81 + 2/5) 
= 2(1— 207? — 85), 
Les invariants S et T de la fonction cubique æ°+ + 2+ Glæyz sont 
S=—1+4, 
T = 1 — 20} — 8l; 


linvariant 27 de la fonction quadratique bi-ternaire est donc précisément égal à 2T, 
où T est l’invariant qui vient d’être donné, et on a 


CESA 
Le discriminant (multiplié par 6) de la fonction AU +uV +vW est 
=6| À, lv, lu 
UN, pm, D 
lu, lv, v 


= 6 {— PX — Pw — Ps + (1 + 285) Av}, 


où la fonction en parenthèses est ce que devient le Hessien de la fonction cubique 
æ + yY? + 2 + Glæyz, lorsqu'on y substitue À, uw, v au lieu de g, y, z. Son invariant S est 


= (1 + 24%) 21645 + (1 + 2/5) 
= 1 + 805 + 24005 + 4647 + 1644. 
Cette quantité est en même temps un invariant de la fonction cubique 
as + Y? + 2 + Clxyz, 


et comme tel elle doit s'exprimer en fonction des deux invariants S et T de cette 
dernière : en effet elle se réduit à 
(1 — 200 — 805) — 48 (— 1 + EP = T? — 485. 


Nous avons donc 

O = T? — 48,5, 
et comme nous venons de trouver 

0, = 2T, 


l'équation 12R = 160, — 0 se réduit à 
12R = 16 (T? — 486°) — 47” 


= 127° — 768$, 
45—2 
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ou enfin à 
R= T?— 645, 


équation qui fait voir que le résultant R dont il s’agit est effectivement égal à 
R=(1+8f%), c. à d. au discriminant de la fonction cubique 
a + Y? + 2 + Glxyz, 


ce qui donne la vérification du théorème général. Je m'étais servi d'abord d'une 
analyse moins simple, en considérant le cas dans lequel on prend pour les trois 


fonctions les formes 

dd? — 

2? Æ +, 

+Y + 2 + Qyz + 2mzx + ney. 

Il vaut la peine, je crois, de donner les expressions correspondantes de Cù, C, R. 
On a ici à considérer la fonction 
A (2 — Y?) + u (a? + gp + 2° + 2lyz + Dmzx + Qnay) +v (2? — 4°), 
laquelle peut s'écrire comme suit, 
(p +À, a E m+ y, lp, Mp, np) (x, Y, z}. 

Le réciprocant (multiplié par 2) est 


“0 NT À ag 
E& p+X, np , M 
M, MM, EAN lu 
E mp , lu s LES 


et en écrivant a, b, c, f, g, h au lieu de 1—2, 1- m, 1— n, mn—l, nl—m, Im—n, cette 
fonction est 
= (2a? — 2Au — 2v — 21°) E 
+ (2b + 2Au + Zuv + Zv) n? 
+ (2c? — Zvu — 2vA — 2N) À 


+ (2fu — 2 ) 2n% 
+ (2gu + 2mAu + 2muv )2ẸE 
+ Che — Dog ) 2n, 


ou, écrite en forme de fonction quadratique bi-ternaire, 
= ( 0, 2a, —2, 0, 1, -1 HAm r E n, E 
0, 26, , 0: ORES 
2, 2, 0, -1, = ep 
G 200. 0. 0 
0, Pas: 0 
0, 2%, Ou! “us 0 | 
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En exprimant comme auparavant l’invariant 27 par une somme de cinq termes, on trouve 
sans peine que ces termes sont respectivement 18 — 47? — 4m? — 4n?, — 4, — 4m?, — dr, 0; 
l'invariant sera donc —8(?+m°+n#)+18; et l'on a pour le combinant du sixième 
ordre 


Cy= — 8 (+ me? + n°) + 18. 


Le discriminant (multiplié par 6) de la fonction AU+uV +»W est 


=6]| u+, nu , M 
nu , m—A—-v, lp 
nw , la n EFD 


=0X + 6 (1 — P — m — n° + 2lmn) pè + 0r’ 

+ 6 (m? — n?) pv — GA — 6N?u — bur? — GVN? + 6 (m? — L) Au? — GA uv 
= (0, 6 (1—P— m —n?+2lmn), 0, 2 (m -— r), —2, — 2, —2, —2, 2(m- bP), —1) A, p, v? 
= (a, b, c, à, j, k, ù, js ko DO, m, VY, 


où lon a posé a= 0, b=6 (1 —}— m — n? +2lmn), ete. L'invariant S de cette dernière 
fonction est 
= 1 


—2(—4(m-Ë)+4—4(m — 7) 
He, SUN) 0eIES (me M) 
— 4b 
+ 16 (m — n°) — 16 (m — w) (m — L) + 16 (m — E) 
+16 (n° — n°} + 16 + 16 (m — PF 
+ 16b 
= 9 +12b + 16 (V + mt + nt — ne — eL — lm’), 
ou, si l’on substitue la valeur de b, 
Ci =16 (+ mt + nt — mwr — e? — Um?) 
+ l44lmn — 72 (L+ m +n?) + 81. 


On vient de trouver 
Os =— 8 (L+m? + n°) + 18, 


équation qui donne 
Oe = 64 (Ù + mi + n + 2m + L + 20m) 


— 288 (L + m° + n?) +324. 
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De ces résultats combinés on conclue 
160 — CE = 192 (li + mi + nt — 2m°n? — L — Um?) + 28041mn — 864 (L +m? +n?) + 972. 
Évidemment l'expression du résultant est, à un facteur numérique près, 
R= (3 + 2l + 2m + 2n) (3 + 2 — 2m — 2n) (3 — 21 + 2m — 2n) (3 — 2l — 2m + 2n), 


ou en réduisant 
R = 16 (4 + m + nt — 2m°n? — L — 2m?) + 192mn — 72 (L + m? + n°) + 81. 


On retrouve donc 


12R = 160,, — Ci, 
équation qu'il s'agissait de vérifier. 


En terminant je remarque que la plus grande partie de ce mémoire est tirée d’un 
manuscrit daté “ Machynlleth, 13 Août 1853.” 


Londres, 22 Mars 1859. 
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